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Een beschrijving wordt gegeven van een analogie-model, waarmede op be-
trekkelijk eenvoudige wijze een inzicht kan worden verkregen in het gedrag
van centrisch en excentrisch gedrukte constructiedelen in het elasto-plastische
gebied. Het model is toegepast bij een studie waarvan het resultaat is neer-
gelegd in art. 47 van de G.B.V. 1962 (breukmethode). Een constructiedeel
belast als vorenbedoeld, wordt voorgesteld door een op dezelfde wijze belast
blok (het model) van licht materiaal dat drijft in een vloeistof. Aan de even-
wichtstoestand, waarin het model bij de proef door geéigende belasting wordt
gebracht, zijn door een eenvoudige analogie de vereiste gevolgtrekkingen ten
aanzien van het beschouwde constructiedeel te ontlenen (spanningen in door-
sneden, enz.).

0 Inleiding

In het vorige nummer van HERON (nr. 3/4-1962) zijn resultaten gepubli-
ceerd van een uitvoerig onderzoek naar de sterkteberekening van gewapend
betonkolommen volgens de breukmethode [1]*). Bij dit onderzoek is ook ge-
bruik gemaakt van een model-analogie. Hoewel deze analogie reeds een aantal
jaren geleden door een der auteurs was bestudeerd [2], had zich voor prak-
tische doeleinden niet eerder een gelegenheid tot toepassing voorgedaan.

Thans echter bleken hiermede op weinig gecompliceerde wijze en met be-
perkte apparatuur zeer aantrekkelijke resultaten te kunnen worden verkregen.
Ook bood de analogie waardevolle aspecten als steun voor beschouwingen
inzake knikproblemen.

Hoewel de analogie niet slechts voor kolommen van gewapend beton, maar
ook voor dergelijke constructiedelen in staal of ander materiaal bruikbaar is,
is haar toepassing tot dusver tot gewapend betonkolommen beperkt gebleven;
in dit artikel is dan ook in hoofdzaak de aldus opgedane ervaring beschreven,
die heeft geleid tot de in de aanhef vermelde resultaten [1].

*)  Cijfers tussen [ ] verwijzen naar de literatuuropgave, blz. 13.
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1 Grondslag van het analogie-model

Een drijvend blok kan gebruikt worden om het gedrag van een doorsnede onder
invloed van buiging en normaalkracht aanschouwelijk voor te stellen. Verticale
krachten die op dat blok worden uitgeoefend maken dat het zéveel verder in
de vloeistof wordt gedompeld, dat de op het blok uitgeoefende kracht wordt
gecompenseerd door de opwaartse druk tengevolge van de waterverplaatsing.

Er bestaat een voor de hand liggende analogie tussen de opwaarts gerichte
hydrostatische druk en de spanning in een doorsnede van gelijke vorm, en ook
tussen de zakkingen ten opzichte van de oorspronkelijke stand van het blok en
de rekken in overeenkomstige punten van de doorsnede. Om dit in te zien kan
men een drijvend rechthoekig blok beschouwen (fig. 1), waarvan het boven-
vlak evenwijdig aan het vloeistofoppervlak wordt gehouden.

Wordt op dit blok een kracht N’ naar beneden uitgeoefend, dan zakt het
blok zéveel dieper in de vloeistof weg, dat (zolang het bovenvlak het vloeistof-
oppervlak nog niet heeft bereikt) de zakking evenredig is met de kracht.
Zodra het bovenvlak met de vloeistofspiegel samenvalt is de maximaal moge-
lijke waterverplaatsing — dus ook tegendruk — bereikt. Bij tegengesteld ge-
richte belastingen (naar boven) treedt uiteraard iets soortgelijks op.

Het last-zakkingsdiagram is in fig. 2 gegeven. De overeenkomst met het
gedrag van een materiaal dat zich elastisch gedraagt en een uitgesproken
vloeigrens heeft, is duidelijk.

Wordt het model vé6r het beproeven zodanig belast door een initiéle kracht
dat het over de halve dikte m in de vloeistof is gedompeld, dan verschuift de
horizontale as van fig. 2 in verticale zin en wel zodanig dat de figuur antime-
trisch wordt (zie fig. 3). Voorts kan N’ uiteraard worden vervangen door de
daarmede corresponderende gelijkmatig verdeelde drukspanning ¢ = yz';
evenzo N door ¢ = pz. Op de assen kunnen dimensieloze grootheden worden
uitgezet zoals in fig. 3 is aangegeven. Wanneer het o—e-diagram van staal, zoals
ditis aangenomen in de G.B.V. 1962 art. 47 lid 1, eveneens dimensieloos wordt
uitgezet (zie fig. 4), dan blijken de fig. 3 en 4 identiek te zijn. De zakking z’
resp. de stijging z zijn analoog met de verkorting &," resp. de verlenging e&,.
De halve dikte m komt overeen met de verkorting &’ behorende bij de stuik-
grens, c.q. met de verlenging ¢, behorende bij de vloeigrens van het staal.

Op dezelfde wijze kan een o-¢-diagram worden voorgesteld dat verloopt
volgens een tweedegraads parabool. Hiertoe dient cen, in verticale zin, drie-
hoekige doorsnede van het model te worden toegepast. In fig. 5 is als voorbeeld
een zodanige doorsnede op een rechthoekig grondvlak (driehockig prisma)
weergegeven. Fig. 6 geeft het verband tussen de belasting en de zakking z’
resp. stijging z. Wordt voor het beproeven op het prisma een zodanige initiéle
kracht aangebracht dat de onderzijde van het prisma juist de vloeistofspiegel
raakt dan verschuift de horizontale as van fig. 6 zover in vertikale zin dat
fig. 7 ontstaat. Het verkregen diagram is dan identick met het o—e-diagram
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Fig. 1. Centrisch belast model.
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model van fig. 1.
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Fig. 3. Verband van fig. 2 met verschoven Fig. 4. o—e-diagram volgens de G.B.V.
horizontale as (dimensieloos). 1962 art. 47 lid 1 (dimensieloos).
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Fig. 5. Centrisch belast model.

Fig. 6. Verband tussen N en z voor het
model van fig. 5.
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Fig. 7. Verband van fig. 6 met verschoven Fig. 8. o-e-diagram van beton volgens de
horizontale as (dimensieloos). G.B.V. 1962 art. 47 lid 1 (dimensieloos).
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van beton, zoals dit in de G.B.V. 1962 art. 47 lid 1 is aangenomen — zie fig. 8
(het beton kan geen trekspanningen opnemen). De zakking z’ is weer analoog
met de verkorting &’. De dikte » komt overeen met de maximale betonstuik
eu’ = 3,5%00.

Ook andere vormen van een o—s-diagram kunnen op soortgelijke wijze
worden nagebootst.

Met een model, zoals besproken, kan het gedrag van een staal- resp. beton-
doorsnede worden bepaald onder invloed van een centrische belasting als het
grondvlak van het model gelijkvormig is met de te onderzoeken doorsnede.

Wanneer op het model van fig. 2 een verticale, neerwaarts gerichte kracht
N’ wordt uitgeoefend waarvan het aangrijpingspunt excentrisch ligt, dan zal
het model een zodanig gekantelde stand innemen dat de resultante van de
opwaartse druk evenwicht maakt met N'. Evenzo kan een opwaarts gerichte
kracht N worden aangebracht. In fig. 9 is het model in een schuine evenwichts-
stand weergegeven, waarbij van een begintoestand is uitgegaan waarin het
model over de halve dikte m in de vloeistof was gedompeld. Met dit model

rukspanning

Fig. 9.

kan het gedrag van een staaldoorsnede, gelijkvormig met het grondvlak van

het model, worden onderzocht onder invloed van een excentrische belasting.

De volgende gegevens zijn over dit gedrag aan het model te ontlenen:

a. de vervormingen in elk punt van de doorsnede (= de mate van zakking of
stijging) en de ligging van de neutrale lijn (zie fig. 9b);

b. de kromming, weergegeven door de hoekverdraaiing van het model
(zie par. 3).

In geval van staal is ook de vorm van het drukspanningsdiagram af te lezen

(zie fig. 9c).

Hetzelfde geldt voor een betondoorsnede, met dien verstande dat deze ten-
minste één symmetrie-as moet bezitten. Het aangrijpingspunt van N’ dient te
zijn gelegen op deze as die tevens de buigingsrichting aangeeft. Loodrecht op
deze richting heeft het model de reeds vermelde driehoekige doorsnede.

2 Model voor centrisch en excentrisch gedrukte doorsneden van
gewapend beton

Voor de bepaling van de vervormingen en de spanningen bij centrisch en
excentrisch gedrukte doorsneden van gewapend beton, die tenminste één
symmetrie-as bezitten, is op eenvoudige wijze een model te vervaardigen uit
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Fig. 10. Model voor een rechthoekige doorsnede van gewapend beton.

de onder 1 beschreven elementen. In fig. 10!) is een voorbeeld gegeven van
een rechthoekige doorsnede (u = schaalfactor). Op de aangegeven wijze
belast zal het beton-aandeel in het model loodrecht op de as a—a een in verti-
cale zin driehoekige doorsnede moeten bezitten. In het model is dit beton-
aandeel, om model-technische redenen, in twee prisma’s gesplitst. Het ge-
zamenlijke grondvlak van de prisma’s is gelijkvormig met de te onderzoeken
doorsnede. De dikte n komt, zoals vermeld, overeen met de maximale beton-
stuik &, = 3,5%/00. De beide verbindingsbalkjes stellen resp. de wapening
A en A’ voor. De plaats van de balkjes in het model komt overeen met die van
de wapening in de werkelijke doorsnede. De dikte 2 m correspondeert met de
som e+ |e;’| (voor b.v. QR 24 — 2 1,143%/y9). Daar de elasticiteitsmodulus
van staal enige malen groter is dan die van beton, zal ook de inhoud van de
onderdelen die het staal voorstellen dienovereenkomstig moeten worden ver-
groot t.0.v. die van het beton-aandeel. Als de gewapend betondoorsnede zoda-

nig wordt belast dat overal een verkorting ¢ = e," = 3,5%/00 optreedt, dan is
N' = 04/bhi+ Ao’ +A'c,
of met w = — en w’zﬁz
bhy bhy
au]'\;/zt_“rwz;*’”,z; R 0

Zijn de afmetingen van het beton-aandeel gekozen (dus hm = hufu; bm = bju
en n) dan is de inhoud hiervan bekend. Deze inhoud wordt voorgesteld door
de term 1 in verg. (1). Als de beton- en staalkwaliteit (¢y" en o' = |o¢|) zijn
gegeven is uit het rechterlid de verhouding van de inhoud van het staal-
aandeel tot die van het beton-aandeel te bepalen. Hiermede is dus de inhoud

1) Waar nodig zijn de notaties van de G.B.V. 1962 aangehouden, met dien verstande dat
w = AJbh; en niet w = 100 A/bk,9, zoals in de G.B.V. 1962.
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van de balkjes bekend. De dikte 2m volgt uit de dikte », zodat nog slechts de
breedte en de lengte behoeven te worden bepaald. Om een zo juist mogelijke
weergave van de werkelijkheid te verkrijgen zal de breedte van de balkjes
ongeveer overeen moeten komen met de diameter van de wapening met in-
achtneming van de schaalfactor. Deze breedte wordt dus zo goed mogelijk
aangepast, waarna de lengte is te berekenen.

Ook meer gecompliceerde gevallen zoals 7-vormige, cirkelvormige, en ruit-
vormige doorsneden (zie fig. 11) kunnen worden onderzocht, evenals door-
sneden waarbij het staal een minder uitgesproken vloeigrens bezit (zie fig. 12).
Het model van een voorgespannen betondoorsnede is te vervaardigen zoals in
fig. 13 is afgebeeld. De vorm van het o—e-diagram van het voorspanstaal kan
overeenkomstig fig. 12 goed worden benaderd. In de onbelaste toestand be-
vindt de onderzijde van het beton-aandeel zich weer juist op de hoogte van de
vloeistofspiegel. Het voorspannen geschiedt door het aandeel van het voorspan-
staal zover verticaal opwaarts te verschuiven ten opzichte van de vloeistof-
spiegel als overeenkomt met de verlenging die het voorspanstaal ondergaat.

De mogelijkheid om het analogie-model uit te breiden tot niet-symmetrische
doorsneden en tot het geval van scheve buiging is in principe aanwezig, doch
zal in dit artikel niet worden behandeld.

Fig. 11. Voorbeelden van
enkele modellen.
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Fig. 12. Model van een staalsoort met minder gepro-
nonceerde vloeigrens.

Fig. 13. Model van een voorgespannen beton-
doorsnede.
a. onbelast en nog niet voorgespannen;
b. belast en voorgespannen.

———

,}— voorspanstaal

- <T voorspanning

3 Model voor centrisch en excentrisch gedrukte constructiedelen
van gewapend beton

Door de uitwendige belasting N’ te laten aangrijpen in het vlak door de onder-
zijde van het beton-aandeel wordt door het beschreven model het gedrag
weergegeven van een doorsnede, d.w.z. dat de lengte van een constructiedeel
op dit gedrag geen invloed heeft. Wanneer echter N” hoger aangrijpt zal de
plaats van de resultante van de opwaartse druk in horizontale zin worden be-
invloed door de hoekverdraaiing ¢, van het model (zie fig. 14).

Voor de werkelijke doorsnede betekent dit dus een beinvloeding van de
plaats van de resultante wegens de kromming van de staafas, welke bij knik-
verschijnselen haar rol speelt. In het volgende wordt deze invloed behandeld.

Een constructiedeel met scharnierende einden, belast op buiging en normaal-
kracht, zal onder invloed van deze belasting uitbuigen volgens fig. 15. Naar-
mate deze belasting groter wordt zal de excentriciteit van de normaalkracht
ten opzichte van de staafas toenemen (knikverschijnsel). Door een juiste keuze
van de hoogte H in het model (zie fig. 14) kan overeenstemming worden be-
reikt tussen de verplaatsing van de resultante in het model en de toenemende
excentriciteit in de werkelijkheid.

Fig. 15. Excentrisch gedrukte staaf. T

=

/ /jm\/\em Nm’/ Fig. 14. Invoering van de invloed van

~ b de lengte van een constructiedeel door - “‘1N'
middel van de hoogte H in het model.
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Wordt voor de uitbuiging van het constructiedeel een sinusvormig verloop
aangenomen — zie [1] — dan kan voorlopig (zie ook 5b) worden gesteld (zie

fig. 15):

X

oL e ¢4
Voor de maatgevende doorsnede x = 0 geldt:

d2y 72

ZZ =0 e e e e e e e e e e e e I

a0 (3)
Voorts is ook:

dzy £1—E&2

—_— = . 4‘

dx2 }lt ( )

waarin ¢ en & de vervormingen van de uiterste vezels en £; de hoogte in de
buigingsrichting van de beschouwde doorsnede x = 0 voorstellen. Uit de
verg. (3) en (4) volgt:
e1—ea 12

ht 72
Nu dient de excentriciteit van de belasting in het model overeen te stemmen
met die voor x = 0 in de werkelijkheid, dus:

eo+y0 = p(em—~+ym)

of (zie fig. 14):

Jo = (3)

€0 = UEm
en Yo = wm =pHtgom . . . . . . . ... ... . (6)
Substitutie van verg. (5) in verg. (6) leidt tot:
e1—ea 12
— = uHt N
b M em (7)

Uit fig. 14 blijkt a = /i tg ¢m. Voorts is eg—ez = a . zodat:
n

dz_y o E1—¢&E2 . E1—E&2 —t eu/ 1

dx2 ke phm Em= u
Dit geeft aan, zoals reeds eerder vermeld, dat een hoekverdraaiing van het
model overeenkomt met een kromming in de werkelijkheid. Ingevuld in verg.

(7) geeft dit:
1 eu 2

— G gm—— = u tg gm
u now

of
GR

N )

w2 on
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Bij de vervaardiging van een model kan van deze waarde van H worden uit-
gegaan. In verband met de niet geheel juiste onderstelling, besloten in verg. (2),
dienen echter de verkregen proefresultaten achteraf te worden gecorrigeerd,
hetgeen in 5b wordt besproken.

Op de aangegeven wijze is het dus mogelijk het gedrag van een kolom van
gewapend beton na te gaan onder invloed van een uitwendige, centrische of
excentrische belasting. Niet alleen kan de maximaal bereikbare waarde van
N’ (=de breukbelasting Np') worden bepaald, doch ook kunnen de daarbij
behorende ligging van de neutrale lijn, de vervormingen ¢; en ¢ in de uiterste
vezels (zie fig. 5b en 5¢) en de uitbuiging aanschouwelijk worden voorgesteld.
Dit kan uiteraard geschieden bij elke andere waarde van N'. Met eenzelfde
model kan het gedrag worden onderzocht van een serie kolommen met dezelfde
dwardoorsnede, doch met verschillende waarden van de begin-excentriciteit
van de belasting en met verschillende lengten. Ook het gedrag van kolommen
van staal en van voorgespannen beton is op overcenkomstige wijze te onder-
zoeken.

In principe kunnen ook andere randvoorwaarden, zoals een verende in-
klemming, in het onderzoek worden betrokken.

4 Modeltechniek

Bij de onderzochte modellen werd als vloeistof water toegepast. De modellen
werden vervaardigd van een licht en een gemakkelijk te bewerken materiaal
t.w. polystyreenschuim. Hoewel dit reeds weinig water opneemt bleek het toch
noodzakelijk deze wateropneming te verminderen. Een behandeling van het
oppervlak met was had het gewenste effect, althans zo lang de was niet was
opgedroogd. Door deze behandeling bleek tevens de oppervlaktespanning
tussen het modelmateriaal en het water zodanig te worden verminderd dat de
invloed hiervan op het gedrag van het model nihil werd.

Bijj alle modellen was de schaalfactor 4 = 1. Een aanvankelijk toegepaste
dikte n = 3,5 cm van het beton-aandeel gaf aanleiding tot een niet geheel
aanvaardbare onnauwkeurigheid in de maatvoering en tot een te geringe
stijtheid van het beton-aandeel daar waar dit tot een dikte = 0 afloopt. Om
deze redenen is een schaal aangehouden waarbij 2 cm overeenkwam met 19/gg
vervorming, zodat n = 7 cm. Deze schaal gaf geen moeilijkheden.

Het gewicht van een model was zo gering dat het vereiste zwaartepunt resp.
gewicht op eenvoudige wijze op de juiste plaats resp. juiste waarde kon worden
gebracht door het aanbrengen van een gewichtje dat zich steeds onder water
bevond.

Op het model werd een ,,brug’ geplaatst, eveneens van polystyreenschuim
vervaardigd, waarmede het aangrijpingspunt van de uitwendige belasting op

Heron 11 (1963) no. 1 9



10 Heron 11 (1963) no. 1



de gewenste hoogte en plaats kon worden ingesteld. Bij x = 1 behoort volgens
verg. (8) een hoogte H:
{2 3,5-1073 [e?
H=—. 7 .
72 7 20.000

Voor een lengte [, = 3,00 m is dus H ~ 4,5 cm en voor [, = 10,00 m is
H ~ 50 cm. Deze afmetingen zijn in een model goed te verwezenlijken. De
brug werd in zijn zwaartepunt uitgebalanceerd op zodanige wijze dat, ook bij
horizontale verplaatsing van het model, een verticale, opwaarts gerichte,
kracht werd uitgeoefend.

Het aanbrengen van de belasting vond plaats met een hefboom waarlangs
een gewicht kon worden verplaatst zonder dat de hefboom behoefde te wor-
den aangeraakt, zodat een nauwkeurige regeling mogelijk was. De fig. 16a en
b geven een overzicht van de opstelling.

Het meten van de gezochte grootheden, zoals de vervormingen van de uiter-
ste vezels en de ligging van de neutrale lijn, geschiedde met meetlatjes. De
grootte van de belasting was direct op een langs de hefboom aangebrachte
maatverdeling af te lezen.

5 Modelfouten Vm €OS 7y _.fm €os ¢,

a. Correctie van de belasting Ny’ (zie fig.
17).

Wanneer het model een oneindig kleine
dikte (n) zou bezitten, dan zou @u — 0,
cos ¢m — | en sin gy — 0. In dat geval zou
gelden:

SM = 0— Nu'emtNuvm = Nu'-pm . (9)

Het punt 0 in het model komt overeen met
het zwaartepunt van de werkelijke doorsnede.
Voor deze doorsnede betekent verg. (9) dat
een normaalkracht N' optreedt op een afstand
p = upm van het zwaartepunt. Het model
stelt op correcte wijze de werkelijkheid voor.

Daar het model echter een eindige dikte n bezit kan de hoekverdraaiing ¢mn
waarden verkrijgen die niet te verwaarlozen zijn. Voorts blijkt, daar het aan-
grijpingspunt s van de resultante van de opwaartse druk niet is gelegen in het
vlak door de onderzijde van het beton-aandeel, dat een bijkomend moment
Now'qm sin @p, ontstaat. In dit geval is dus:

’

Fig. 17. Correctie van N,

SM = 0 Np'ew cos gm + Np'ym cOS @m =
= Np' oS @mpm + Nu'gmsingp . . . . . . . . . . . (10)
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Voor de werkelijke doorsnede betekent dit (afgezien van de kleine fout
Ny qm sin ¢m), dat deze op een afstand p = pp, van het zwaartepunt wordt
belast door een normaalkracht ter grootte van Ny cos ¢ in het model. D.w.z.
dat de op de maatverdeling van de hefboom af te lezen kracht Ny’ dient te
worden gecorrigeerd met de bijbehorende waarde van cos gn. Ten aanzien
van de term Nu'gm sin gn kan worden gesteld dat zowel ¢y, als sin ¢4y, klein zijn.

b. Correctie van de hoogte H en de begin-excentriciteit ¢, (c.q. ¢o).

Zoals op blz. 9 reeds is vermeld, is de onderstelling vastgelegd door verg. (2)
niet geheel juist. Voor x = 1/3 [, geldt y = ¢y en dus M = N'¢ (zie fig. 15).
Uit verg. (2) volgt voor dezelfde doorsnede echter ook:

zodat M = 0 zou moeten zijn. Een betere benadering, zoals deze ook in [1]
is aangehouden, kan worden verkregen met (zie fig. 18):

9
y:yocoslx:yocosnx (11)
L Zc
l
waarin Zc =9 <1 en y = e+f
In [1] is reeds afgeleid dat:
Jo (81—62) <l6>2 ( 1 1\ <l¢>2
— — P— — — _— i 1
W owe W) BT qs) (el g, (12)
€9 (81—32) (Zc>2
2= i 13
he ) hy (13)
S (e—es) <1c>
CAR— ). 14
hs D he (14)

waarin ¢; en g2 weer de vervormingen t.p.v. de uiterste vezels voorstellen voor
x =0, en & en @ uitsluitend functies zijn van & — zie tabel II in [1]. Voorts
geldt:

Jo _ Im

2 1
o (12a)
(A} ém

b (13a)
S Jm

}Zt - /1—"; (14’3.)

Uit de verg. (12) en (12a) volgt:

m 1 1
%; = (“‘E; + 6) (e1—e2) (

12

lc)z
hy
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Hierin zijn bekend ., & en hn. Bij een bepaalde belasting op het model kunnen

i

1
Ym, €1 €n & worden gemeten. De waarde van (E + 5) kan worden berekend,
waarna ¢ kan worden bepaald met de genoemde tabel in [1]. De waarden van

1
Flal afzonderlijk zijn dan ook bekend. De bijbehorende begin-excentriciteit

—

e’ c.q. en’ is volgens de verg. (13) en (13a) te bepalen. De waarde en’ zal niet
gelijk zijn aan de in het model ingestelde waarde ¢;. De waarde van H wordt
ten gevolge van het invoeren van verg. (11) en in afwijking van verg. (8a):

2 e, 1

w292 n u?

’

(8a)

Daar de waarde van 9 reeds bekend was zou ook de waarde van H kunnen
worden gecorrigeerd.

oY

T o7 Fig. 18. Excentrisch gedrukte staaf.
i
i
i
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Fig. 19. Correctie van H en ¢,,.

1 X

Resumerend kan worden gesteld dat men bij de aanvang van de proef de
beschikking heeft over de hoogte H volgens verg. (8), terwijl een begin-excen-
triciteit e, (c.q. eo) wordt ingesteld. Achteraf dienen deze grootheden met de
beproevingsresultaten te worden gecorrigeerd. In fig. 19 is te zien dat men
inderdaad over deze graad van vrijheid beschikt. Er treedt geen wijziging op
in een evenwichtstoestand als H en e, worden vervangen door H' en e’
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